Determinarea arborelui parţial de cost minim în grafuri neorientate

Definiţie: Un arbore este un graf conex care nu are cicluri. 
Definiţie: Fie un graf neorientat conex, unde X este multimea vârfurilor şi U este mulţimea muchiilor.Se poate defini o funcţie me mulţimea muchiilor cu valori în mulţimea numerelor reale, care asociază fiecărei muchii costul său pozitiv (sau o lungime pozitivă). 
Definiţie: Un arbore parţial minim al unui graf neorientat este arborele parţial care are cea mai mică sumă a costurilor muchiilor.

Pentru a găsi un arbore se pune problema să găsim o submulţime A inclusă în U, astfel încât toate vârfurile din X să rămână conectate atunci când sunt folosite doar muchii din A. Căutăm deci o submulţime A de cost total minim care să lege printr-un drum oricare două noduri din X. 
Această problemă se mai numeşte şi problema conectării oraşelor cu cost minim, având numeroase aplicaţii. Problema conectării oraşelor de cost minim: se dau n oraşe precum şi costul conectării anumitor perechi de oraşe. Să presupunem că trebuie reparate drumurile între cele n oraşe astfel încât să fie asigurată existenţa conectarea oricăror două oraşe astfel încât costul total să fie minim. Deci nu trebuie reparate toate drumurile ci doar acelea care necesită un cost de reparaţie mai mic. Evident, dacă toate oraşele sunt conectate rezultă că avem de determinat un graf parţial conex. De asemenea, graful parţial determinat nu trebuie să conţină cicluri, deoarece nu ar mai fi de cost minim (conţine cel puţin o muchie în plus).

Există mai mulţi algoritmi de determinare a arborelui parţial de cost minim: algoritmii lui Kruskal şi Prim. Ambii sunt algoritmi de tip Greedy (presupun alegerea dintr-o mulţime a acelor elemente care maximizează o mărime).

Considerăm graful neorientat, din figura 2.1.5 a. Ne propunem determinarea arborelui parţial de cost minim. Acesta apare în figura 2.1.5 b. 



Observaţie: arborele parţial de cost minim nu este unic, de exemplu, putem alege muchia [5,6] sau muchia [5,7] ambele având acelaşi cost, deci în cazul figurii 2.1.5 se pot determian doi arbori.

De obicei datele de intrare se citesc dintr-un fişier text. Pentru grafurile valorice se citeşte de pe prima linie numărul de noduri al grafului şi de pe următoarele linii câte trei numere care repezintă capetele câte unei muchii şi costul ei. Pentru exemplul din figura 2.1.5 a, conţinutul fişierului graf.txt poate fi (ordinea muchiilor este aleatoare):

8

1 2 1

1 3 2

2 3 5

2 4 3

4 3 4

4 8 6

3 5 7

5 7 3

5 6 3

6 7 2

Algoritmul lui Kruskal

Pentru a determina un arbore parţial de cost minim, Kruskal a propus un algoritm în care iniţial se consideră că avem n (numărul de noduri el grafului) arbori, fiecare format din câte un nod izolat. La fiecare nou pas se alege muchia de cost minim (muchiile au fost în prealabil sortate crescător în funcţie de cost). Aşadar, la fiecare pas doi dintre arbori sunt „uniţi”, deci numărul lor scade cu 1 la fiecare pas. După n-1 paşi vom rămâne cu un singur arbore care este chiar arborele parţial de cost minim. 

Acest algoritm este foarte asemănător celui de determinare a claselor de echivalenţă. Existenţa unei muchii arată faptul că cele două extremităţi ale sale fac parte din acelaşi arbore (aceeaşi clasă de echivalenţă). În final vom rămâne cu o singură clasă de echivalenţă deoarece graful este conex. Algoritmul poate fi adaptat şi pentru cazul în care graful nu este conex (pentru k componente conexe vom avea n-k paşi) şi în final se va obţine o pădure de arbori, câte un arbore pentru fiecare componentă în parte.

Observaţie: reprezentarea grafului se face prin vector de muchii.

Algoritmul lui Kruskal:
Pas1. se iniţializează un vector notat L care conţine n componente (atâtea câte noduri are graful) care are componentele iniţializate L[i]=i, cu i=1,...,n

        costul total (ct) se iniţializează cu 0,   numărul total de muchii alese (k) se iniţializează cu 0 şi numărul de muchii cercetate (i) se iniţializează cu 0

Pas 2. se sortează vectorul de muchii crescător în funcţie de costul muchiilor

Pas 3. pentru a alege cele n-1 muchii ale arborelui parţial de cost minim se alege o muchie care are pentru capetele sale valori diferite în vectorul L. Se afişează muchia, se adaugă costul ei la costul arborelui parţial de cost minim şi se face reuniunea celor doi subarbori cărora le aparţin cele două noduri (se vor schimba valorile din vectorul L astfel încât toate nodurile care aparţin arborelui să aibă aceeaşi valoare în vectorul L, de exemplu cea mai mare dintre cele două valori). Algoritmul se încheie când am ales n-1 muchii.

Pas 4. Se afişează costul total.

Mai intâi sortăm crescător muchiile dupa cost:

[1,2], [1,3], [6,7], [2,4], [5,6], [5,7], [4,3], [2,3], [4,8], [3,5]

Initial, vectorul L este 

	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8


Pentru graful din figura 2.1.5 a paşii algoritmului lui Kruskal sunt figuraţi în tabelul următor:

	Muchia cercetată
	Muchia aleasă
	Costul total
	Configuraţia vectorului L dupa alegerea muchiei

	[1,2]
	[1,2]
	1
	1
2
3
4
5
6
7
8
2
2
3
4
5
6
7
8


	[1,3]
	[1,3]
	3
	1
2
3
4
5
6
7
8
3
3
3
4
5
6
7
8


	[6,7]


	[6,7]
	5
	1
2
3
4
5
6
7
8
3
3
3
4
5
7
7
8


	[2,4]


	[2,4]
	8
	1
2
3
4
5
6
7
8
4
4
4
4
5
7
7
8


	[5,6]


	[5,6]
	11
	1
2
3
4
5
6
7
8
2
2
3
4
7
7
7
8


	[5,7]


	nu se poate alege, formeaza ciclu
	11
	1
2
3
4
5
6
7
8
4
4
4
4
7
7
7
8


	[4,3]


	nu se poate alege, formeaza ciclu
	11
	1
2
3
4
5
6
7
8
4
4
4
4
7
7
7
8


	[2,3]


	nu se poate alege, formeaza ciclu
	11
	1
2
3
4
5
6
7
8
4
4
4
4
7
7
7
8


	[4,8]
	[4,8]
	17
	1
2
3
4
5
6
7
8
8
8
8
8
7
7
7
8


	[3,5]


	[3,5]
	24
	1
2
3
4
5
6
7
8
7
7
7
7
7
7
7
7



Costul total este 24.

Algoritmul lui Kruskal este scris în programul următor:

#include<fstream.h>

struct muchie

{ int x,y,c;

}u[50];

int a[20][20],n,m;

void citire()

{ int i;

  ifstream f("graf.txt");

  f>>n;

  m=1;//nr de muchii

  while (f>>u[m].x>>u[m].y>>u[m].c)

     m++;

  f.close();
  //construiesc matricea de adiacenta pt a verifica daca e conex

  for(i=1;i<=m;i++)

    { a[u[i].x][u[i].y]=u[i].c;

      a[u[i].y][u[i].x]=u[i].c;

    }

}

int conex()

{

  int c[20],viz[20],i,p,u;

  for (i=1;i<=n;i++)

    viz[i]=0;

  p=u=1;  //parcurg graful in BF (latime)

  viz[1]=1;

  c[u]=1;

  while(p<=u)

  { for (i=1;i<=n;i++)

    if (a[c[p]][i]!=0 && !viz[i])

      { u++;

        c[u]=i;

        viz[i]=1;

      }

   p++;

  }

  for (i=1;i<=n;i++)

     if (viz[i]==0) return 0; //inseamna ca nu este conex

  return 1;

}

void ordonare() //ordonez muchiile crescator dupa cost

{  int i,j;

   muchie aux;

   for (i=1;i<m;i++)

     for (j=i+1;j<=m;j++)

       if (u[i].c>u[j].c)

         { aux=u[i];

           u[i]=u[j];

           u[j]=aux;

         }

}

void apm_kruskal()

{ int i,j,k,v,w,l[20],ct=0;

  for (i=1;i<=n;i++) l[i]=i;

  cout<<"\nArborele Partial de cost Minim:";

  k=0; //numara muchiile din APM

  i=1; //numara muchiile din sirul ordonat

  while (k<n-1) //trebuie sa selectez n-1 muchii

  {  if (l[u[i].x]!=l[u[i].y]) 
           //selectez o muchie daca are valori diferite pentru L-urile la capete

       { k++;  //incrementez nr de muchii din APM

         ct=ct+u[i].c; //adaug costul muchiei la costul total

         cout<<"["<<u[i].x<<","<<u[i].y<<"]  "; //afisez muchia

         //fac peste tot in vectorul L aceeasi valoare

         v=l[u[i].y];

         w=l[u[i].x];

         for (j=1;j<=n;j++)

           if (l[j]==v) l[j]=w;

       }

      i++; //trec la alta muchie in vectorul de muchii u

   }

  cout<<"costul arborelui partial minim= "<<ct;

}

void main()

{ citire();

  if (conex()==0) cout<<"nu se poate construi arborele partial de cost minim";

    else

      { ordonare(); apm_kruskal();}

}

Algoritmul lui Prim

Algoritmul lui Prim este foarte asemănător cu algoritmul lui Kruskal. Singura diferenţă este că la fiecare pas i vom avea un arbore format din i noduri şi n-i arbori formaţi dintr-un singur nod. De data aceasta von alege, la fiecare pas muchia de cost minim care leagă un nod din arborele mai mare (cel care a fost deja determinat) şi nodurile care încă nu au fost incluse în arbore până la acel moment. 

Practic, vom porni de la un arbore care este format dintr-un singur nod şi îi vom adăuga noduri până în momentul în care toate nodurile grafului vor face parte din acest arbore. După n-1 paşi toate nodurile vor fi alese şi am determinat arborele parţial de cost minim. 

Datorită faptului că la fiecare pas se adaugă un nou nod în subarbore, algoritmul lui Prim nu poate fi adaptat pentru grafurile neconexe. Când dorim să determinăm arborele parţial al unu graf neconex trebui să ne asigurăm că pornim de la un nod care face parte din altă componentă conexă.

Observaţie: reprezentarea grafului se face prin matricea de costuri.

Algoritmul lui Prim:

Pas 1. iniţializarea vectorului viz cu 0, se citeşte  şi se vizitează nodul de plecare, costul total (ct) se iniţializează cu 0

Pas 2. din muchiile grafului se determină muchia de cost minim care are o extremitate vizitată (are 1 în vectorul viz) şi o extremitate nevizitată (are 0 în vectorul viz). Se vizitează acest nod, se afişează muchia, se adaugă costul ei la costul total. Algoritmul de selectare se opreşte când au fost vizitate toete cele n noduri ale grafului.

Pas 3. se afişează costul total.

Plecăm, de exemplu din nodul 1. Nu este obligatoriu să pornim din nodul 1, se poate citi nodul de plecare.

Initial, vectorul viz este: 

	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0


Apoi, după vizitarea nodului 1, avem viz[1]=1.

Pentru graful din figura 2.1.5 a paşii algoritmului lui Prim sunt figuraţi în tabelul următor:

	Muchia minimă
	Vârful ales
	Costul total
	Configuraţia vectorului viz după alegerea muchiei

	-
	1
	0
	1
2
3
4
5
6
7
8
1
0
0
0
0
0
0
0


	[1,2]
	2
	1
	1
2
3
4
5
6
7
8
1
1
0
0
0
0
0
0


	[1,3]
	3
	3
	1
2
3
4
5
6
7
8
1
1
1
0
0
0
0
0


	[2,4]
	4
	6
	1
2
3
4
5
6
7
8
1
1
1
1
0
0
0
0


	[4,8]
	8
	12
	1
2
3
4
5
6
7
8
1
1
1
1
0
0
0
1


	[3,5]
	5
	19
	1
2
3
4
5
6
7
8
1
1
1
1
1
0
0
1


	[5,6]
	6
	22
	1
2
3
4
5
6
7
8
1
1
1
1
1
1
0
1


	[6,7]
	7
	24
	1
2
3
4
5
6
7
8
1
1
1
1
1
1
1
1



Costul total este 24.

Paşii algoritmului lui Prim sunt:
#include <fstream.h>

int a[20][20],n,viz[20];

void citire()

{int x,y,z;

 ifstream f("graf.txt");

 f>>n;   //construiesc o matrice de costuri

 while (f>>x>>y>>z)

    a[x][y]=a[y][x]=z;

 f.close();

}

void afisare()

{for (int i=1;i<=n;i++)

  {for (int j=1;j<=n;j++)

    cout<<a[i][j]<<" ";

    cout<<endl;

  }

}

void apm_prim()

{ int k,i,j,xp,v,w,min,ct=0;

  cout<<"nod pornire: xp=";cin>>xp;

  viz[xp]=1;            //primul vf

  for (k=1;k<=n-1;k++)  //selecteaza vf (trebuie selectate toate varfurile)

  { min=1000;  //pt fiecare vf calculam muchia minima cu un capat in vf i

    for (i=1;i<=n;i++)  //cautam muchiile cu un capat vizitat

      for (j=1;j<=n;j++)//si unul nevizitat

        if (viz[i]==1 && viz[j]==0 && a[i][j]!=0)

            if (a[i][j]<min) //calculam muchia de cost minim

              { min=a[i][j];

                v=i; w=j;  //retin capetele muchiei

              }

    viz[w]=1; //marchez ca am vizitat w si retin costul in c
    cout<<”[”<<v<<”,”<<w<<”] ”; //afisez muchia
    ct=ct+a[v][w];

  }

  cout<<"costul arborelui partial minim ="<<ct;

}

void main()

{ citire();

  afisare();

  apm_prim();

}
Figura 2.1.5 a
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Figura 2.1.5 b
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